TEORIA DE LA PROBABILIDAD

Teorema de Bernoulli (1713)

El teorema de Bernoulli es el primer teorema limite de la teorfa de la probabilidad; en su
forma general se le conoce como Ley Débil de los Grandes Niumeros.

Se trata de un resultado de Calculo Combinatorio, especificamente es un resultado acerca
del desarrollo de un binomio (r + s)", donde 7, s y son nimeros reales positivos.

Se tiene:

()" = S (7t
Para k € {0,1,2,...,n}, definamos ¢, = (})r*s" .
Para k € {1,2,...,n}, se tiene
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De manera que t;_1 <t siy sélo si ks < nr — kr + r, es decir, k < (n + 1) .

Para k € {0,1,...,n — 1}, se tiene

ok gn—k
b ()t _ (k+1)s
k1 (oty)rhttsn—htt (n—Fk)r

De manera que t; > t;.1 si y sélo si ks + s > nr — kr, es decir:

F>nto— = (n4 1) 1.

Asi que, los términos t;, = (Z) r*s* tienen la propiedad de que crecen con k hasta alcanzar su
maximo valor cuando (n +1) 4= =1 <k < (n+1) 4= (si (n + 1) ;7 es un mimero entero,

r+s r+
el valor maximo se alcanza en dos valores de k), después de lo cual decrecen con k.
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En la siguiente gréfica se muestran los valores de — para el binomio (1 + 5)1200.
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El teorema de Bernoulli establece que, para cualquier nimero € > 0, por pequeno que sea,
se tiene:

1

lim,, o0 Tra)” Z{keN:ke[nri—s—ne,nris +ne| } ty =1

Asi que lo que dice el resultado es que, la suma de los términos que se encuentran alrededor
del término méximo (en un intervalo de radio ne) es précticamente igual a la suma de todos
los términos del desarrollo del binomio.

En términos de probabilidades, el teorema dice lo siguiente:

Supongamos que realizamos n observaciones (independientes) de un determinado fenémeno
aleatorio y denotemos por X,, al nimero de veces en que se observa que ocurre un determinado
evento A, cuya probabilidad de ocurrencia es igual a p. La frecuencia relativa con la que ocurre
el evento A es entonces % El teorema de Bernoulli asegura que, dado cualquier nimero
e > 0, por pequeno que sea, a medida que n crece, la probabilidad de que se cumpla la

relacion !% — p’ < ¢ se acerca a 1. En simbolos:
lim,, o P [ %—p{ < 5} =1

El ejemplo de la grafica corresponde al lanzamiento de un dado 1200 veces consecutivas y
el evento A consiste en la obtencién del nimero 6. En este caso, el término méximo del
desarrollo del binomio (1 + 5)1200 se obtiene cuando k& = 200. Tomando ¢ = = se tiene

30
ne =40 y:

Pl — ] <] = S (3°) ()" (3 ~ 09828
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Proposicién 1. Sean p € [0,1], n € N y k € {0,1,2,...,n}; entonces, los términos t, =
(Z) pE(1—p)"* crecen con k hasta alcanzar su mdzimo valor cuando np+p—1 <k < np+p,
después de lo cual decrecen con k.

Demostraciéon

Para k € {0,...,n}, sea t, = (Z)pk(l — p)"*. Se tiene entonces, para k € {1,...,n}:

1 (kﬁl)pk—lqn—k—o-l kq
ty (Z)pkq”—k T (n—k+1)p

De manera que t,_1 <t siy sélo si kq < np — kp + p, es decir, k < np + p.
Para k € {0,...,n — 1}, se tiene:

e ()pre Tt (k+1)g

tht1 (kil)pkﬂq”—k*‘l (n—k)p
De manera que t; > t,1 si y sélo si kq 4+ q > np — kp, es decir:

k>np—q=mnp+p—1.
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Teorema 1 (Teorema de Bernoulli). Sea £ un experimento aleatorio y A un evento
relativo a ese experimento, de probabilidad igual a p. Consideremos un nuevo experimento
aleatorio consistente en la repeticion indefinida del experimento &, de tal manera que cada
repeticion es independiente de las otras. Sea X,, el nimero de veces que ocurre el evento A
en las primeras n repeticiones del experimento y € un nimero positivo arbitrario, entonces:

lim, oo P [|[Z2 —p| > €] =0
Demostraciéon

Sabemos que X, tiene distribucién binomial con pardmetros n y p; es decir, si j € {0,1,2,...,n},
entonces P [X = j] = (?)pj(l — p)" .

Para j € {0,...,n}, sea t; = (’;)p](l — p)" . De acuerdo con la proposicién 1, los términos
t; crecen con j hasta alcanzar su méximo valor cuando np+p —1 < j < np + p, después de
lo cual decrecen con j.

Ademss, la sucesién s; = t_t—jl, con j € {1,...,n}, es decreciente. En efecto, para j €

.
{2,...,n}, se tiene:

ot (n—j+1)p (n=g+2)p _ tj—1 _ .
51T 55T < Gne o Si-1
Seaj>k>(n+1)pyr= t:_: = W, entonces:
t; —k+1
O<r<lytj=g5tia< t;fltj—l = (nk—;)ptj—l =rtj1

Asi que:

ty <ty <1ty < <riTRY,
Por lo tanto:

_ i—k 1,k

Sea m el inico nimero entero tal que (n+ 1)p — 1 < m < (n + 1)p, entonces, como t,, >
tma1 > -0 > tg_1 > ty, se tiene:

1>tm+tm+1+---+tk_1>(k—m)tk2[k—(n+1)p]tk

Asi que t, < = L_ Por lo tanto:

n+1)p

kq
Pz k] < 5=imp



Dada e > 0y n € N tal que ne > 1, sea ky el tnico entero tal que:

np+ne < kg <np+ne+1

Entonces:
Xn _ _ kog
P[% —p>c] = P[X,>np+ne] = P[X, 2 ko] < s
(np+ne+1)q _ (nptne+l)g _  n(pt+e)gtq
= [ptne—(n+)p]® —  [ne—p]® = nPe?—2nep+p?

Por lo tanto:

Xu

n(p+e)q+q —0
n 2

—p> 5j| < llmnHOO n2e2—2nep+p

1My, o0 P |

Sea Y,, el nimero de veces que no ocurre el evento A en las primeras n repeticiones del
experimento, se tiene entonces Y,, = n — X,,, asf que:

z Xn . Y — 11 Y, —

lim,,_,o P [— —p< —5} =lim,,_,o P [q— < —5] =lim,,_,o P [7 —q> 5} =0

n

Por lo tanto:

limy—oo P [|[Z2 —p| > €] =0
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El teorema de Bernoulli no asegura que, en una sucesién infinita de repeticiones del ex-
perimento &, la frecuencia relativa de ocurrencia de A, en las primeras n repeticiones del
experimento, tenga un limite igual a p, lo cual demostrarfa la validez de la interpretacion
frecuencial de la probabilidad. Lo que afirma es que, dada cualquier € > 0, la probabilidad
del evento H % — p‘ < 5] se acerca a 1 a medida que n crece. Es decir, establece una relacién
en términos de probabilidades.

Para aclarar el resultado, supongamos que el experimento £ consiste en el lanzamiento de
un dado y que A representa la obtencién de un 6 al realizar el experimento. La probabilidad
p= % significa entonces, en este caso, que se tiene 1 caso favorable y 5 desfavorables para la
ocurrencia de A.

En n repeticiones del experimento hay un total de 6™ posibles resultados, todos ellos con
la misma probabilidad, de manera que si llamamos A, (resp. B,) al nimero de posibles
resultados que favorecen la ocurrencia del evento H% — p{ < 6} (resp. H% — p{ > 5}) en
las n repeticiones del experimento, se tiene:

Ay + B, =6
P2 —p[<el=g Pl —p|>e] =%
ASf que:
i

Por lo tanto, en este caso, una formulacién equivalente del teorema de Bernoulli consiste en
decir que, a medida que n crece, el nimero de posibles resultados que favorecen la ocurrencia
del evento H% — p| < 5] se hace mucho més grande que el nimero de posibles resultados
|&

n

que favorecen la ocurrencia del evento [ — p{ > z—:] , de tal manera que su cociente tiende

a 00, pero no que el evento H % — p‘ < 5] ocurra con seguridad.

De manera también equivalente, se puede decir que para determinar si el evento B =
H% — p‘ < 5] ocurre, se pueden colocar A, bolas blancas y B, bolas negras en una urna,
después de lo cual se selecciona una bola al azar. Si ésta resulta blanca, entonces B ocurre.
Evidentemente, el que A,, sea muchisimo mds grande que B,, (para n grande) no significa que
al seleccionar una bola al azar de la urna, ésta sea necesariamente blanca. Tampoco significa
que si se repite muchas veces el experimento aleatorio consistente en seleccionar, al azar y
con reemplazo, una bola de esa urna, casi siempre se obtendrd una bola blanca. El que esto
ocurriera serfa un resultado experimental que reforzaria una interpretacién frecuencial de la
probabilidad, pero no una prueba de la validez del teorema de Bernoulli.

De hecho, el teorema de Bernoulli, siendo un resultado teérico dentro del modelo
de probabilidad que hemos definido, no requiere de ninguna verificacién experi-
mental, es vdlido como cualquier resultado que se demuestre en cualquier teoria
matematica.



